ISPAT: T={Bc XI|B lineer bagimsiz ve AcB}cP(X) kiimeler ailesini

tamimlayalim. A€ T oldugundan 7 # & *dur.

R c TXT bagintisim (B,B’)e R & B c B’ olarak tanimlayalim.

1) VBeT, Bc B oldugundan R yansiyan,

2) Bc B'AB'c B= B=PB oldugundan R ters simetrik,
3) Bc B'AB cB’= Bc B” oldugundan R geciskendir. Dolayisiyla R bir kismi

siralama bagintisidir.

I bir indis kiimesi olmak iizere {B;} _, T bir zincir olsun. O halde i,i,€ I ise
B, ¢ B, veya B, c B, 'dir. Ayrica Vie I, B,.€ T oldugundan B; lineer bagimsizdir ve A’y1

kapsar.

B= UBI. tanimlayalim. Vie I, Ac B, oldugundan A c B’dir. Simdi B ’nin lineer

iel
bagimsiz oldugunu gosterelim. B kiimesinin sonlu veya sonsuz oldugunu bilmiyoruz. Bu

yiizden herhangi sonlu altkiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gostermemiz gerekmektedir.
b.b,,....b,e B olsun. Vk =1,n icin Jdiiel:b e B, . Simdi B, ,B ,...B, kiimelerini ele
alalm. Bu kiimeler {B;}_, 'nin elemanlaridir. {B,} _, bir zincir oldugundan bu kiimelerin en
biiytigii (en genisi) vardir. Bu kiimelerin en biiytigii B; olsun. (En biiyiik kiilme B, olmasa
bile kiimeleri yeniden indisleyerek en bilyiik kiimenin B; olmasim saglayabiliriz) Buna gore
Vk=1n icin B, ¢ B, , yani, b.b,,....b,€ B, olur. B lineer bagimsiz oldugundan
b.,b,,....b, de lineer bagimsiz olur. O halde B ’nin her sonlu alt kiimesi lineer bagimsiz
oldugundan B de lineer bagimsizdir. Dolayisiyla Be T ve Vie I, B, € B olur. Sonug olarak
T ’nin her alt zincirinin bir Be T {ist sinir1 vardir. O halde Zorn Lemmasina gére 7T 'nin bir

maksimal eleman: vardir. Bu maksimal elemam B ile gosterelim. B €T oldugundan

Ac B’ ve B lineer bagimsizdir. spanB” = X oldugunu gosterirsek ispat biter.
Aksini varsayalim. spanB™ # X olsun. O halde 3xe X : x¢ spanB’ .

x¢ spanB’ oldugundan x¢ B"dir. B"= B U{x} tamimlayalim.



IDDIA: B’ lineer bagimsizdir.

Bu iddiay1 ispatlamak i¢in B’ kiimesinin her sonlu altkiimesinin lineer bagimsiz

oldugunu gostermeliyiz. B” kiimesinin iki tiirlii sonlu altkiimesi vardir.

EX]

Birincisi “x” elemamn igermeyen sonlu altkiimeler. Bu sekilde sonlu altkiimeler, B"

maksimal elemaninin da altkiimesi oldugundan ve B~ lineer bagimsiz oldugundan lineer

bagimsizdir.

13 2

Ikincisi “x elemanim iceren sonlu altkiimeler. Bu bicimde bir alt kiime
b,,b,,....b,€ B" olmak iizere {x,b,,b,,...,b,} bicimindedir. Simdi {x,b,,b,,...,b,} kiimesinin

1°

lineer bagimsiz oldugunu ispatlayalim. ¢, c,,c,,...,c, € K olsun.

cx+eb +---+c,b, =6 (*) yazahm.

c c c . " <
¢, 20 olsaydt x=——Lb ——=2b,—---——b , yani, x€ spanB" olurdu. Bu olamayacagindan
Co G o

¢, =0 olur. Bu degeri (*) denkleminde yerine yazarsak
b +e,b,+---+c,b, =6

elde edilir. b,,b,,...,b,€ B" ve B’ lineer bagimsiz oldugundan ¢, =c, =---c, =0 elde edilir.
Dolayisiyla {x,b,,b,,...,b,} sonlu altkiimesi de lineer bagimsizdir. B” kiimesinin her sonlu

altkiimesi lineer bagimsiz oldugundan kendisi de lineer bagimsizdir. Iddia ispatlandi.

B’ kiimesinin lineer bagimsiz olmasi bir celiskidir. Ciinkii B" maksimal lineer
bagimsiz kiimedir. Yani B ’dan daha genis bir lineer bagimsiz kiime olamaz. Buna gore
varsayimimiz olan spanB” # X onermesi yanlistir. Demek ki spanB” = X olmalidir. Bu ise

bize B"’mn A’yi1igeren bir taban oldugunu gosterir.

Ispat bitti.



