ISPAT:

1. Varsayalim ki 2 tane sifir elemam vardir. Bu sifirflar1 0 ve 0 ile gosterelim. O
halde,
Vxe R, x+0=x (1.1)
ve
Vxe R, x+0 =x (1.2)
(1.1) esitligi her bir x elemani igin saglandigindan x =0" alinabilir. Buna gore (1.1) denklemi
0+0=0
halini alir. Benzer sekilde (1.2) esitliginde de x =0 alinirsa bu esitlik
0+0'=0
halini alir. Dolayisiyla bu son iki esitlikten 0=0" elde edilir.
2. xe R keyfi olsun. y ve y  elemanlari x’in toplamaya gore iki tersi olsun. O
halde, x+y=x+y =0 olur. Dolayisiyla,
Y=y +0=y+(x+y)=(y+x)+y=0+y=y elde edilir.
3. x+a=>b denkleminde esitligin iki tarafina —a eklenirse
(x+a)+(-a)=b+(-a) & x—i—(a—i—(—a)) =b+(-a) e x+0=b+(—a) & x=b+(-a)=b-a
elde edilir. Bu da x+a =5/ denleminin tek ¢oziimiiniin b —a oldugunu gosterir.
4. Varsayalim ki 2 tane birim eleman vardir. Bunlar1 1 ve 1" ile gosterelim. O halde,
VxeR, x-1=x 2.1)
ve
VxeR, x-1'=x (2.2)
(1)’dekine bezer bicimde (2.1) ve (2.2) esitliklerinden 1"-1=1" ve 1-1"=1 elde edilir. Buradan
da 1’=1 oldugu goriiliir.
5. ae R\{0} keyfi olsun. b ve b" sayilari a’mn carpmaya gore iki tersi olsun. O
halde a-b=a-b" =1 olur. Dolayisiyla,
b'=b"-1=b"-(a-b)=(b"-a)-b=1-b=>b elde edilir.
6. a-x=b denkleminde esitligin iki tarafi a' ile carpilirsa

a"l-(a-x):a_l-b:>(a_1-a)-x:a'l‘b:>1-x:a"1-b:>x:a_l-b:b‘lzé elde edilir. Bu
a a

ise a-x=>b denklemin tek ¢oziimiiniin — oldugunu gosterir.
a



7. ae R keyfiolsun. a-0=a-(0+0)=a-0+a-0=a-0=a-0+a-0. Son esitlige her
iki taraftan —a-0 eklenirse
a-0+(-a-0)=(a-0+a-0)+(-a-0)=0=a-0+(a-0+(-a-0))=0=a-0+0=a-0=0
elde edilir.

8. a,be R icin ab=0 olsun. a#0=b=0 oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii

a =0 ise problem coziilmiis olur. a #0 ise b ’nin sifir oldugunu gostermek gereklidir. Simdi

a#0= b =0 oldugunu gosterelim:
a#0 olduguna gore II,’e gore a~' vardir. ab=0 esitliginde iki tarafi a' ile garpalim:
a’(ab)=a"0=0=(a"'a)b=0=1=0=b=0.

9. ae R keyfiolsun. 0a=0=>(1+(-1))a=0=1a+(-1)a=0=>a+(-1)a=0. Son
esitligin iki tarafina —a eklersek (—1)a=—a elde edilir.

10. Once —(—a)=a oldugunu, yani, bir reel saymn tersinin tersinin kendisine esit
oldugunu ispatlayalim:
b=-a dersek a+b=a+(-a)=0 oldugundan a sayis1 b ’nin toplamaya gore tersidir. Yani
a=—-b=—(—a) elde edilir. Buna gore (9)’dan,
(-1)(-a)=~(-a)=a.

11. ae R= (-a)(—a)= ((—l)a)((—l)a) =(-1)(-1)aa=laa=aa=a’

12. a<babsc=a<ba(b=cvb<c)=(a<bab=c)v(a<bab<c)

= a<cva<c=a<c elde edilir. a<bAb<c=a<c ve a<bAb<c=a<c benzer

bicimde ispatlanir.

13. O0<a keyfi olsun. 1V, ile esitsizligin iki tarafina —a ekleyebiliriz.
(ma)+0<a+(-a)=-a<0

a<bac<d= a+c<b+d oldugunu ispatlayalim:
a<b=>a=bva<b=a+c=b+cva+c<b+c=a+c<b+c,benzer sekilde,
cfd=c=dvcec<d=c+b=d+bvc+b<d+b=>c+b<d+b=b+c<b+d.0Ohalde,

at+tc<b+cAb+c<b+d=a+c<b+d elde edilirr a<bAac<d=a+c<b+d benzer

sekilde ispatlanir.



14. 0<aA0< b= 0<ab oldugunu ispatlayalim:
0< b esitsizliginde iki tarafi a ile ¢arparsak 0 <a oldugundan 1V,’e gore esitsizlik korunur.
Buna gore, a0 <ab = 0<ab elde edilir.

a<0A0<b= ab<0 oldugunu ispatlayalim:
a <0 esitsizliginde iki tarafi b ile ¢arparsak 0 <b oldugundan 1V,’e gore esitsizlik korunur.
Buna gore, ab <0b = ab <0 elde edilir.

a<0Ab<0= 0<ab oldugunu ispatlayalim:
a<0=0<—a’dir. b<0 esitsizliginde her iki tarafi —a ile carparsak 0 <—a oldugundan

1V, e gbre esitsizlik korunur. Buna gére, (—a)b <(—a)0= —ab<0= 0<ab elde edilir.

a<bnc<0= bc<ac oldugunu ispatlayalim:
c<0=>0<—c’dir. a<b esitsizliginde her iki tarafi —c ile carparsak 0<—c oldugundan

1V, e gore esitsizlik korunur. Buna gore,
(—c)a<(—¢c)b= —ac <—bc = —ac+(ac+bc) <—bc+(ac+bc) = be < ac elde edilir.

15. Once 0<1 oldugunu ispatlayalim. Aksini varsayalim. 1<0 olsun. 0=#1
oldugundan 1<0 olmahdir. (14)’iin son sikkinda a=1, b=0 ve c¢=1 alinirsa

0-1<1-1= 0<1 elde edilir. Demek ki varsayimimiz yanlistir. 0 <1 olmalidir.
O0<a keyfi verilsin. Varsayalim ki a™' <0’dir. O halde (14)’iin ikinci sikkina gore

a-a'<0=1<0 elde edilir. Bu ise celiskidir. Demek ki 0<qa'’dir. @' =0 olsayd:

'=40=1=0 olurdu. Dolayisiyla 0 < a™"dir.

a-a

16. 0<ara<b oldugundan 0<b ve (15)’ten 0<b™' oldugu aciktir. Simdi ™' <a™

oldugunu gosterelim:

1

0<a™' ve 0<b™" oldugundan (14)’iin birinci sikkina gére 0 <a™'b™"’dir. a <b esitsizliginin

iki tarafim a”'b™" ile ¢arparsak 0<a'b™' oldugundan IV,’e gore esitsizlik korunur. Buna

gore, (@' )a<(a'b")b=b" <a elde edilir.



